Analysis I PVK

Nicolas Lanzetti
Inicolas@student.ethz.ch



Nicolas Lanzetti Analysis I PVK HS 2014/FS 2015

Vorwort

Dieses Skript wurde unter Verwendung der Notizen und den Ubungen der Vorlesung Analysis
I D-ITET (Herbstsemester 2014) verfasst. Einige Aufgaben wurden ausserdem von dem Buch
Analysis I von Thomas Micheals und von dem Skript Analysis I/II von Prof. U. Stammbach ad-
aptiert. Ziel dieses Skriptes ist der Moglichkeit zu dienen, den Stoff der Vorlesung zu wiederholen.

Ich kann weder Vollsténdigkeit noch Korrektheit des Skriptes garantieren: kleine Fehler konnen
enthalten sein.
Deshalb bin ich dankbar, wenn mir Fehler gemeldet werden, sotdass ich sie korrigieren kann.

Fiir Verbesserungsvorschléige bin ich natiirlich auch offen.

Ich mochte mich bei allen Personen, die mir bei der Erstellung dieses Skriptes geholfen ha-
ben, bedanken.

Ich wiinsche euch viel Erfolg bei der Priifung!

2. Juli 2015 Nicolas Lanzetti, Inicolas@student.ethz.ch



Nicolas Lanzetti Analysis I PVK HS 2014/FS 2015

Inhaltsverzeichnis
1 Funktionen 5
1.1 Grenzwerte von Funktionen . . . . . . ... ... . 0 oL 5
1.1.1 “Typische” und wichtige Grenzwerte . . . . . . . . . ... ... ... ... )
1.1.2 Rechenregel fiir Grenzwerte . . . . . . . . . . ... oL 5
1.2 Stetigkelt . . . . . . L 5
1.3 Dieinverse Funktion . . . . . . .. .. . Lo 6
1.4 Asymptoten . . . . . . . .. e 6
1.5 Hyperbolische Funktionen . . . . . .. ... ... .o 0oL 6
1.6 Aufgaben . . . . . .. 7
2 Differentialrechnung 15
2.1 Ableitungsregeln . . . . . ... 15
2.2 Linearisieren . . . . . . . ... e e e e 15
2.3 Mittelwertsatz der Differentialrechnung . . . . . . . . ... ... ... .. 15
2.4 Regel von Bernoulli-Hopital . . . . . .. .. ... oo 16
2.5 Ableitungen und Graphen von Funktionen . . . . . . . . . ... ... ... .. 16
2.6 Aufgaben . . . . . .. 17
3 Folgen 31
3.1 Eigenschaften . . . . . . . ... 31
3.1.1 Beschranktheit . . . . .. .. .. 31
3.1.2 Monotonie . . . . . ... 31
3.1.3 Konvergenz . . . . . . . . . e e 31
3.2 Grenzwerte von Folgen . . . . . . . . .. L Lo 31
3.2.1 Rechenregel mit Grenzwerte . . . . . . . . . . . ... 31
3.3 Aufgaben . . . ... 32
4 Reihen 34
4.1 Konvergenz . . . . . . . ..o 34
4.1.1 Vergleichkriterien fiir Reihen mit nicht-negativen Glieder . . . . .. . .. 34
4.1.2 Quotientenkriterium . . . . . .. ..o 34
4.1.3 Wurzelkriterium . . . . . .. ..o Lo 34
4.2 Absolut Konvergenz . . . . . . . . .. 34
4.2.1 FEigenschaften der Reithen . . . . . .. .. ... ... ... .. ....... 35
4.3 Aufgaben . . . ... 36
5 Potenzreihen 42
5.1 Der Konvergenzradius . . . . . . . . . . .. e 42
5.2 Die Taylor-Reihe . . . . . . . . . . 42
5.3 Die geometrische Reihe . . . . . . . . ... o o 43
54 Aufgaben . . . . ... 44
6 Komplexe Zahlen 55
6.1 Definition . . . . . . .. 55
6.1.1 Der komplex konjugiert . . . . . . . . ... ..o 55
6.2 Rechenregeln . . . . . . . . . 55
6.3 Darstellungsformen . . . . . . . ... oL 55
6.3.1 Kartesische Form . . . . . . .. .. ... 55
6.3.2 Trigonometrische Form . . . . . .. ... .. ... ... 0oL 55
6.3.3 Exponetialform . . . . .. ..o 55
6.4 Fundamentalsatz der Algebra . . . . . . . . ... oo 56



Nicolas Lanzetti Analysis I PVK HS 2014/FS 2015

6.5 Aufgaben . . . .. . 57

7 Differentialgleichungen 63
7.1 Definitionen . . . . . . .. 63
7.2 Lineare Differentialgleichungen . . . . . . . ... ... ... .. 0. 63
7.2.1 Homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten . . . . . . 63

7.2.2 Inhomogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten . . . . . 64

7.2.3 Euler’sche Differentialgleichung . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 64

7.3 Aufgaben . . . ... 65

8 Integralrechnung 78
8.1 Hauptsatz der Integralrechnung . . . . . .. .. .. ... o L. 78
8.1.1 Unbestimmtes Integral . . . . . . . . . .. .. ... 78

8.1.2 Bestimmtes Integral . . . . . . . .. ... ... Lo 78

8.2 Imtegrationsregeln . . . . . . . . ... 78
8.3 Partielle Integration . . . . . . ... L Lo 78
8.4 Substitutionsmethode . . . . . . .. Lo 79
8.4.1 Niitzliche Formeln . . . . . . . . .. ... L 79

8.5 Integrale von rationellen Funktionen . . . . .. .. .. ... ... ... .. .. .. 79
8.5.1 Partialbruchzerlegung . . . . . . . . . ... 79

8.6 Uneigentliche Integrale . . . . . . . . .. .. . Lo o 80
8.7 Aufgaben . . . ... 81



Nicolas Lanzetti Analysis I PVK HS 2014/FS 2015

1 Funktionen

Eine Funktion
f+ A - B
z > f(z)
mit Definitionsbereich D(f) = A und Wertebereich W(f) = B ist...
e gerade, falls f(—x) = f(z)
e ungerade, falls f(—x) = —f(x)

e injektiv, falls 21 # xo — f(x1) # f(z2)
Graphisch: Jede Parallele zur z-Achse schneidet T'(f) in hochstens einem Punkt

e surjektiv, falls f(A) = B, das heisst fiir jede b € B gibt es mindestens ein a € A
e bijektiv, falls f(x) sowohl injektiv als surjektiv ist

e monoton wachsend, falls z1,z9 € D(f),z1 < z2 — f(x1) < f(x2) Va1,20 € D(f)
(strikt falls f(z1) < f(x2))

e monoton fallend, falls z1,22 € D(f),z1 < 2 — f(z1) > f(x2) Va1,22 € D(f) (strikt

falls f(z1) > f(22))
Beispiel. f(z) =z - cos(z) ist ungerade: f(—z) = (—z) - cos(—z) = —z - cos(z) = —f(z).

1.1 Grenzwerte von Funktionen

1.1.1 “Typische” und wichtige Grenzwerte

o lim, .. cx =00

lim,_,, f(z) = f(a)

e lim, % =0 e lim, ,cc=c
e lim, .o+ % =00 e lim, ,q % =a
. . xT
o lim, o . =—cc o lim, ,oc (1+1)" =e

1.1.2 Rechenregel fiir Grenzwerte

Seien lim,_,¢ f(x) = a und lim,_,¢ g(x) = b, dann gilt (falls diese Grenzwerte existieren):
o lim, ¢ f(z)xg(x)=a+xb
o lim, ¢ /(@) g(a) = a-b

o lim, ¢ 18 =2 (b£0)

1.2 Stetigkeit
Eine Funktion f(zx) ist an der Stelle &, stetig falls lim, ¢ f(xz) = f(§). Eine Funktion heisst
stetig, falls sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereich D(f) stetig ist.

1—¢e* firz>0

Beispiel. Ist f(z) = { 22 fiir 2w < 0

stetig?
o lim, o f(z) =lim, - 22 =0
o lim, g+ f(z)=lim, g+ 1 —e*=1-1=0

So ist f(0) = 0 und deshalb ist f(x) stetig.
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1.3 Die inverse Funktion
Sei f(x) eine injektive Funktion von D(f) nach W (f), dann ist
f7he W) = D)
y o= )

die inverse Funktion (oder Umkehrfunktion) von f(z).

Bemerkung. Fiir eine invertierbare Funktion f(x) gilt:
o D(f)=W(f) < D(f)=W(f1)
o f(fNy)=yund f(f(x) ==
e I'(f71) ist eine Spiegelung an der Gerade y = z von I'(f)

1.4 Asymptoten

Definition. Fiir eine Funktion f(z) mit

lim_ f(z) = +0

Il'—>.’170
heisst die Gerade x = z senkrechte oder vertikale Asymptote von f(x).

Definition. Eine Funktion g(x) heisst Asymptote der Funktion f(z) falls gilt:

lim (f(z) —g(z)) =0

r—+o00

Gemaiss der Definition ist die Gerade y = m - x + b Asymptote von f(z) falls

lim (f(z) —(m-x+b)) =0

T—00

Die Parameter der Gerade sind gegeben durch

m:hmM b= lim (f(z) —m-x)

r—00 I T—00

1.5 Hyperbolische Funktionen
Die hyperbolischen Funktionen sind definiert als

e(IJ

sinh(z) = &= e " e’ +e* sinh(z) e —e™®

2 cosh(z) 2 anh(z) cosh(z) e¥+e®

Es gilt
cosh?(z) — sinh?(z) = 1

Die inversen Funktion sind

1 1
arsinh(y) = In(y + v/y? + 1) arcosh(y) = In(y + v/y? — 1) artanh(y) = 3 In (+y>

1—y
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1.6 Aufgaben

1. Man bestimme die inverse Funktion sowie ihren Definitionsbereich D(f) und ihren Wer-
tebereich W (f) von den folgenden Funktionen:

(a) fi(z) = (3z+4)° (b) fa(z) = sin(2z)



Nicolas Lanzetti Analysis I PVK HS 2014/FS 2015

2. Finden Sie die Asymptoten der folgenden Funktionen:

(a) fr == (b) folw) = £ (o) falw) = 522
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3. Man bestimme den Definitionsbereich der folgenden Funktion

fl@)=1/9— /25— Vu
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4. Sei
322 -1 fallsxz <0

fTR=>R; f(x)=qecr+d falls0<z<1
vr+8 fallsz >1

Bestimme ¢ € R und d € R, so dass f iiberall stetig ist.

10
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5. Sei g : R — R die Funktion gegeben durch

””;:22 falls x £ b
0 falls . = b

g9(z) =
(a) Existiert g(b)?

(b) Existiert der Grenzwert lim,_,; g(x)?
(c) Ist g(z) stetig im Punkt x = b7

11
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6. Man finde die Inverse der Funktion

f(x) = sinh(z)

12
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7. Man berechne die Asymptoten der Funktion

2+ 3zt + 23 + 22+ 8x 42
341

fz) =

fir z — +o0o.

13
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8. Man berechne die Asymptoten der Funktion
fa)= /a7 @+a) a0

fiir x — +o0.

14



Nicolas Lanzetti Analysis I PVK HS 2014/FS 2015

2 Differentialrechnung

Die Ableitung von f(x) an der Stelle xg wird mit dem Grenzwert

£(o0) = L a0) = g L0 R = T o)

definiert. Falls dieser Grenzwert nicht existiert, ist f(z) an der Stelle zp nicht differenzierbar.
Die Ableitung von f(x) ist definiert als

@) =L 2) = 1im

dx h—0

flz+h) = f(xo)
h

2.1 Ableitungsregeln

e Linearitit:
(f£9)(x) = f'(x) £ (2)
(c- f(@) =c-fi(z) (ceR)

e Produktregel:

¢ Quotientregel:

o Kettenregel:
_df _df dg _

=0 " dg do fg(x)) - g'(2)

(f(g(=))

e Ableitung der inversen Funktion:

1

—1\7 .
SR (I

e Wichtige Ableitungen:

Trigonometrie: (sin(z))" = cos(z) cos(z)) = —sin(x) (tan(z)) = —L

( cos?(x)
Exponetial: (%) = e” (In(z)) =1 (%) = a -zl (sinh(x))" = cosh(x)
2.2 Linearisieren

Die lineare Ersatzfunktion von f(z) an der Stelle z( ist gegeben durch

x = f(xo) + f'(x0) - (x — xo)

und entspricht der Gleichung der Tangente an f(zx) in xg.

2.3 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz. Es sei f : [a,b] — R eine auf dem Intervall [a,b] stetige und auf dem Intervall (a,b)
differenzierbare Funktion, dann gibt es mindestens ein zg € (a,b), so dass

f(0) — f(a)

() = f(a) = f'(x0) - (b = a) = [(w0) = = —

15
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2.4 Regel von Bernoulli-Hopital

Fiir zwei Funktionen f(z) und g(x) mit lim,_,, f(z) = lim,_,, g(z) = 0 oder mit lim,_,, | f(z)| =
limgq |9(x)| = +o0 gilt
!
lim ) _ lim fz)

a—a g(x)  25a g'(x)
Bemerkung. Im Fall “a = +00” kann man die Regel auch anwenden.

2.5 Ableitungen und Graphen von Funktionen
e f(z) > 0 auf dem Intervall (a,b) <= f(z) steigend auf (a,b)

e f(z) <0 auf dem Intervall (a,b) <= f(z) fallend auf (a,b)
e f'(z9) =0 <= 1z heisst mogliche Extremalstelle:

— f"(xg) > 0 : xq ist eine Minimalstelle

— f"(z0) < 0: xp ist eine Maximalstelle
e f"(x) > 0 auf dem Intervall (a,b) <= f(z) ist konvex auf (a,b)
e f’(x) <0 auf dem Intervall (a,b) <= f(z) ist konkav auf (a,b)

o f"’(x9) =0, f(x) konkav auf (a,zp) und konvex auf (xp,b) (oder umgekehrt), dann heisst
o Wendepunkt

16
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2.6 Aufgaben

1. Man bestimme die folgende Grenzwerte:

(a) hrna:—)[)+ z" (C) limg o :134;171

(b) lim,_0 - sin (2) (d) lim,_,z (5 —2)

17

-tanx
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2. Berechnen Sie

(a) limg_yq Holpzzeons (©) limoon (s — )
. 2_ i —
(b) limg_so % (@) limz = 0@

18
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3. Berechnen Sie

(a) lim,_z (3 — ) - tanw (¢) limg_yo(cosz)Y/**
(b) limg—o (5= — 1) (d) limg_ocotx - log(1 + 3x)

19
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4. Man finde die Ableitung der folgenden Funktionen:

(a) fi(z) = (1 —x)° (c) f3(z) = 2°
(b) fo(z) = (V& + cos(x))'® (d) fa(x) = arccos(2z)

20



Nicolas Lanzetti Analysis I PVK HS 2014/FS 2015

5. Man finde die Ableitung der folgenden Funktionen:

(&) e””\/; (b) {Vﬁ (¢) (Yx+cos(arctan z))?014

21



Nicolas Lanzetti Analysis I PVK HS 2014/FS 2015

6. Man finde die Ableitung der folgenden Funktionen:

(a) cos?(arccos \/7) (b) cos(sinz) — sin(cos x) (c) cot(z?)

22
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7. Man bestimme Extrema und Wendepunkte der Funktion f(z) = 2 — 322 + 5.

23
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8. Man bestimme die Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktionen f bzw. g an
der Stelle g = 0.

(a) fz)=vVz—2  20=6 (c) glx) =2x+2  290=0
(b) flx)=vx—2 xy=11 (d) g(x) =2x+2 z9p=4

24
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9. Ein elektrischer Strom I(¢) (in Ampére gemessen), werde durch die Formel
I(t) = cos(wt) + V3 - sin(wt)

beschrieben, wobei w # 0 eine Konstante ist. Man finde die Maximal- und Minimalwerte
von I(t).

25
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10. Gegeben sei die Funktion
fix—x-\/4—22
(a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich und Nullstellen von f.

(b) Wo ist f monoton wachsend? Monoton fallend? Bestimmen Sie die lokalen Extrema
von f, falls vorhanden, und unterscheiden Sie Minima und Maxima. Besitzt f globale
Extrema?

(c) Bestimmen Sie den Wertebereich von f.
(d) Wo ist f konvex? Konkav? Bestimmen Sie eventuelle Wendepunkte von f.

(e) Mit der oben bestimmten Information skizziere man den Graphen von f.

26
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11. Zwischen welchen Werten variiert o (Winkel zwischen der Geraden OP und der Tangente
in P ), wenn P die Kurve y = \/z durchlduft?

27
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12. Diskutiere die Funktion
1
f(z) = 3 log(1 4 €**) 4 arctan(e?®)

im Hinblick auf Extrema, Wendepunkte, Konvexitéit, und ihr Verhalten fiir x — +o0.

28
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13. Bestimme den Grenzwert

. sin?(z)
lim
=0+ e — 1

29
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14. Bestimme die Konstanten o und S so, dass die Funktion

fa) = {cos(ﬂc) + e fir x <0

a - (1+2)209 4 3. e fiirz >0

stetig differenzierbar ist.

30
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3 Folgen

Definition. Eine Folge von reellen Zahlen ist eine Abbildung der natiirlichen Zahlen in reelle
Zahlen.

Eine Folge kann auf verschiedene Arten dargestellt werden:

1. geschlossene Formel (z.B. a, =3 -n)

2. rekursive Formel (z.B. a1 = 1,ap41 =2 - (an + L))

an

3. andere Weise

3.1 Eigenschaften
3.1.1 Beschrinktheit

Eine Zahlenfolge ist beschréinkt genau dann, wenn es eine obere (bzw. untere) Schranke s gibt,
fiir welche gilt: s > (bzw. <) a, Vn

3.1.2 Monotonie

e Eine Folge ist monoton wachsend falls gilt: a,41 > a,, Vn (strikt falls ap4+1 > a, Vn)

e Eine Folge ist monoton fallend falls gilt: a,+1 < a, Vn (strikt falls a,+1 < a, ¥n)

3.1.3 Konvergenz

Eine Folge a,, konvergiert gegen den Grenzwert L falls es zu jedem € > 0 einen Index m gibt,
sodass
la, — L| <e ¥Yn>m

Falls eine Folge nach L = 0 strebt, heisst sie Nullfolge (z.B. a,, = n%)
Eine Folge die konvergiert heisst konvergent, sonst heisst sie divergent.

Satz. Ist eine Folge monoton und beschrinkt, so ist sie konvergent.

3.2 Grenzwerte von Folgen

Definition. lim,,_, a, = L oder a,, = L (n — 00)

3.2.1 Rechenregel mit Grenzwerte

Seien a,, und b, zwei konvergente Folgen mit lim, . ¢, = a und lim,_, b, = b, dann gilt:
e lim, ,(a,tb,) =a+d

o lim, ,(an-by,)=a-b

o limy oo (32) = 4

.. . . 1410
Beispiel. lim,, . (g;}?) = lim, 00 (ﬁ) = %

31
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3.3 Aufgaben

1. Ist die Folge
1 2 n
+ =5+t
n

Qn
n2

_n2

beschriankt, monoton und/oder konvergent?

32
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2. Bestimmen Sie die folgende Grenzwerte:

n n

33
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4 Reihen

Definition. Der Ausdruck -
> a
k=0

heisst eine (unendliche) Reihe. Die Partialsumme einer Reihe ist definiert als
n
=
k=0

4.1 Konvergenz
4.1.1 Vergleichkriterien fiir Reihen mit nicht-negativen Glieder

Vergleichskriterium I:
Seien a,, > und b, > 0 zwei Folgen fiir n > 0. Falls es ein C > 0 gibt so dass

ap < C-bpVk>ko ko € N
und die Reihe >">7 b, konvergiert, dann konvergiert auch die Reihe > ; ay.

Vergleichskriterium II:
Seien a, > und b, > 0 zwei Folgen fiir n > 0 mit

. anp,
lim — =1
n—oo n

. o0 o0 .
Dann konvergiert > °° | a,, genau dann, wenn »_° , b, konvergiert.

4.1.2 Quotientenkriterium

Sei (an)n>0 eine Folge mit a,, > 0. Nehmen wir an, dass lim,,_, ‘a’;zl ’ = L. Es gilt:
e Falls L > 1= a, ist divergent
e Falls L <1= 3 a, ist konvergent

e Falls L = 1 = unbestimmt

4.1.3 Wurzelkriterium

3=

Sei (an)n>0 eine Folge mit a,, > 0. Nehmen wir an, dass lim,,_,~(an)» = R. Es gilt:
e Falls R>1= > a, ist divergent
e Falls R<1= > ay, ist konvergent

e Falls R = 1 = unbestimmt

4.2 Absolut Konvergenz

Definition. Eine Reihe Y °  a, heisst absolut konvergent, falls > |a,| konvergent ist. Eine
Reihe, die konvergent, aber nicht absolut konvergent ist, heisst bedingt konvergent.

Satz. Ist eine Reihe absolut konvergent, dann ist sie auch konvergent.

Achtung: Dieser Satz gilt nicht in beide Richtungen!

34
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4.2.1 Eigenschaften der Reihen

e Linearitit:

Zan—i—an:Z(an—i—bn)
n=0 n=0 n=0

(o ¢] oo
C-Zan:Zc-anVCER
n=0 n=0

Die Summe von zwei konvergenten Reihe ist auch konvergent

e Die Summe einer divergenten Reihe und einer konvergenten Reihe divergiert

Die Summe von zwei divergenten Reihen ist unbestimmt

Falls ap, < bg V k, dann gilt

0 0
> an <Y by
n=0 n=0

35
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4.3 Aufgaben

1. Man bestimme das Konvergenzverhalten der Reihe

> 1
;\/ﬁ-(nﬂ)

36
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2. Man bestimme, ob die die Reihe

i 3n2+5
nt4+2n24+3
n=1

konvergent ist.

37
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3. Man bestimme, ob die Reihe

konvergent ist.

38
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4. Man bestimme, ob die Reihe

2 X n
n 4
(a) on (b) Z ]
n=1 n=1
konvergieren.

39
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5. Man bestimme, ob die Reihe

o0

)

n=1

konvergent ist.

40
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6. Man bestimme, ob die Reihe

e o5 ()

n=1 n=1

konvergieren.

41
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5 Potenzreihen

Definition. Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form

o0
Zan-(x—xo)”:a0+a1'(m—a:o)+...+an'(x—xo)"—k...

n=0

worin zy der Entwicklungspunkt ist und (a,)nen eine Zahlenfolge ist.

5.1 Der Konvergenzradius

Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe is die Menge von allen x, fiir welche die Potenzreihe
konvergiert. Dieser Bereich wird durch den Konvergenzradius p begrenzt, da heisst

(o]
lx —xzo| <p = Z an - (x — )" (absolut) konvergiert
n=0

[e.e]
|zt —x0l >p = Z an - (x — )" divergiert
n=0

Fiir |x — x| = p kann man keine Aussagen iiber das Konvergenzverhalten der Reihe machen.
Der Konvergenzradius berechnet sich aus

. an
p= lim
n—oo (Ln+1
oder als (analog zum Wurzelkriterium)
1

= lim
"7 (lan)

3=

Innerhalb dem Konvergenzbereich konnen Potenzreihen wie normale Funktionen integriert und
abgeleitet werden:

(Z (&= xO)n) = n-an-(z—xo)"!
n=0 n=1

n+1

G n _00 (.%'—.%‘0)
/nzzoan-(x—xo) dm—nzzoan-n_i_l—l—c

5.2 Die Taylor-Reihe

Die Taylor-Reihe einer Funktion f(x) um den Entwicklungspunkt xg ist gegeben durch
f(m):ZT'(x—xo)
n=0

oder, explizit geschrieben,

f(l) (z0)
1!

f(n) (z0)

(r—xo) +...+ -

(x—mo)" + ...
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5.3 Die geometrische Reihe

Die geometrische Reihe
o
> "
n=0

hat Konvergenzradius 1 (geméss Formel, siehe 5.1) und stellt im Bereich (—1,1) die Funktion

> 1
fla)=) a"=+—
n=0

dar.
Oft kann man die geometrische Reihe benutzen, um eine Potenzreihe einer Funktion zu finden.

Bemerkung. Die Taylor-Reihe in zg = 0 von ﬁ entspricht genau der geometrischen Reihe.
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5.4 Aufgaben

1. Man bestimme den Konvergenzbereich der folgenden Potenzreihen:

(a) 2n=g2" - 2" (b) Yoo - (w—1)"
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2. Man bestimme den Konvergenzradius p der folgenden Reihen:

(&) > o m " (b) > y3"-/(Bn—2) .27 z"
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3. Man bestimme den Konvergenzradius p der folgenden Reihen:

(a) >opzo(In(n))" - 2" (b) Yoo 1ram - @™ (Tipp: Setze y = )
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4. Man bestimme den Konvergenzbereich der folgenden Reihen:

(a) 2nzon!- =" (b) 35Zp2" - e
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5. Man bestimme die Koeffizienten aj der Reihenentwicklung

o

1
EETP P

k=0
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6. Man berechne die Potenzreihe von arctanh(z) um zg = 0.
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r—1

mumx():@.

7. Man bestimme die Taylor-Reihe der Funktion
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8. Man berechne die ersten 3 nichtverschwindenden Glieder der Potenzreihenentwicklung um

zo = 0 der Funktion .

_ —
TTTIT cos(z)
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9. Berechne die Taylorreihe der Funktion

2
1—z+4a?— 23

f:(-1,1)=>R;, =z~

um den Punkt xy = 0.
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10. Man gebe die ersten 3 nichtverschwindenden Glieder der Potenzreihenentwicklung um

zo = 0 der Funktion
X
T e / et dt
0
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11. Man bestimme die Taylorreihe von sin(z3) um zg = 0.
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6 Komplexe Zahlen

6.1 Definition

Eine komplexe Zahl z = a + ¢ - b wird durch einen realen Teil a und einen imaginéren Teil b. ¢
bezeichnet die imaginére Einheit

2

1 =-1

Jede komplexe Zahl z kann in der komplexen Ebene (Gauss’sche Ebene) dargestellt werden.

6.1.1 Der komplex konjugiert
Der komplex konjugiert einer komplexen Zahl ist wie folgt definiert:
Z=a—1-b

In der komplexen Ebene Z entspricht einer Spiegelung von z um die z-Achse.

6.2 Rechenregeln

Seien z; = a1 +4-b; und z9 = ag + i - be, dann gilt...

21:|:22:(a1:|:a2)+i'(b1:|252)
zl-z2:(a1+i-b1)-(a2+i-bg):(a1'ag—bl-b2)+i~(a1-bg+a2-b1)

ﬂ_al—l-i'bl _ (al—l—i-bl)-(aQ—i-bg)_al-ag—l—bl-bg ,'bl'az—al'bg

= = i
zo  az+i-bo a2 + b3 a2 + b2 a3 + b3

6.3 Darstellungsformen

6.3.1 Kartesische Form

Die kartesische Darstellungsform der komplexen Zahl z ist, wie im Abschnitt A.1 eingefiihrt, die
Summe aus dem Realteil ¢ und dem Imaginérteil b.

6.3.2 Trigonometrische Form

In der trigonometrischen Form wird die komplexe Zahl z in Polarkoordinaten r (Betrag) und ¢
(Winkel oder Phase) dargestellt. Die Transformationsgleichungen lauten:

a=r1-cosp b=r-siny
und beziehungsweise

) fiira >0
)+7r fira <0

. /7@24_()2 (p:{ arctan(

arctan (

ISEISESEIS S

Fiir die komplexe Zahl z erhilt man
z=1-(cos(p) +i-sin(p)) =r-cis(p)
6.3.3 Exponetialform
Mit der Euler Formel kann man die komplexe Zahl z auf die folgende Form bringen:
z=1-(cos(p) +i-sin(p)) =r-e®

In dieser Darstellungsform gelten natiirlich alle Potenzeigenschaften.
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6.4 Fundamentalsatz der Algebra

Eine algebraische Gleichung der Form

Qn 2"+ apn1-2" ' +.. . +a-z24+a0=0
besitzt in der komplexen Menge genau n Losungen.

Bemerkung. Falls die Koeffizienten a,, der Gleichung reell sind und z eine Losung ist, so ist auch
Z eine Losung der Gleichung.
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6.5 Aufgaben

1. Stellen sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form x + i - y dar:

e~/ i(5bm+iln
(a) ﬁ (b) e ™" (c) emtilmd)
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2. Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form r - € mit r > 0 und ¢ € [0, 27]

dar:
(a) 1 () 1—iV3 (e) %
(b) —i (d) €7 4 2¢/2
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3. Das Polynom z* — 223 4+ 22 + 22 — 2 besitzt die Nullstelle /2 - ¢7™/4. Man bestimme die
anderen Nullstellen des Polynoms und schreibe es als Multiplikation zwei reellen Polynome.
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4. Man finde alle Losungen der Gleichung 22 + z + 1 = 0 und schreibe sie in Polarform.
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5. Man berechne:

(a) die komplexe Zahl (1 — )01,
(b) alle vierten Wurzel von —1 in C.
(c) alle dritte Wurzel von v/3 — .
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6. Schreibe die beiden Losungen der Gleichung
22 +344i=0

in der Polarform re?# fiir r € R>o und ¢ € [0, 27).
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7 Differentialgleichungen

7.1 Definitionen

Definition. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist héchste Ableitung, die in der Gleichung
vorkommt,.

Definition. Eine Differentialgleichung heisst linear, falls die gesuchte Funktion und ihrer Ab-
leitung in linearen Form vorkommen.

Definition. Eine Differentialgleichung heisst homogen, falls alle Terme von der gesuchten Funk-
tion oder von einer ihrer Ableitungen abhéngen. Sonst ist die Differentialgleichung inhomogen.

Beispiel. Man diskutiert die Eigenschaften der folgenden Differentialgleichungen:
Ly +y’+2=2"
2. y® fsin(z) -y +e*-y=19 - log(z® +1)

Losung;:
1. Die DGL ist nicht linear (y?), inhomogen (" und 2) und hat Ordnung 1 (y').
2. Die DGL ist linear, homogen und hat Ordnung 8 (y(®)).

7.2 Lineare Differentialgleichungen

Die allgemeine Losung y(x) einer linearen Differentialgleichung ldsst sich als Summe der Losung
der homogenen Differentialgleichung und einer partikuldren Losung

Y="Yn+Yp
schreiben.
Satz. Sind y1,...,yn n Liésungen einer homogenen Differentialgleichung, dann ist auch jede
Linearkombination von y,...,y, eine Ldsung.

7.2.1 Homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
Homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten der Form
y™ +an_ -y D tagy=0

konnen mit dem Ansatz
yn(x) = C - e

gelost werden. Durch Einsetzen und Teilen durch C - e*® erhilt das charakteristiche Polynom:
AN+ an,_1 - Al +ag=0
Die homogene Losung yy, ist die Superposition aller Losungen:

e verschiedene reelle Nustellen: A; # Ag # ... # Ay:

AT

y1 = Oy - M yo = Oy - ™7 Yn =Cp-e
e Nullstelle A\ mit Vielfachheit k:

1 AT

Ava yp =Ch-2F 1o

ylzcl'e)\l'x yo=0Co-x-€

e komplex konjugiertes k-faches Nullstellenpaar A\ 2 =a %7 - b:
y1 =e* - (A1 -cos(b-x) + By -sin(b- x)) yo =e*" - x- (Ay-cos(b-x)+ By -sin(b- x))
yr = ¥ xF 7L (4 - cos(b- x) 4+ By, - sin(b - z))
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7.2.2 Inhomogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Die allgemeine Losung lésst sich als
Y=Yn+tYp
schreiben. Die Losung der homogenen Differentialgleichung kann wie in 7.2.1 gefunden werden.

Die partikuldre Losung findet man durch einen “educated guess” (Ansatz).
Fiir die Ansétze kann die folgende Tabelle benutzt werden:

Storfunktion g(x) Ansatz fiir y, mit A,B,... € R
Konstante yp = A
Lineare Funktion yp=A-z+B
Quadratische Funktion yp=A-22+B-x+C
A - sin(wx) yp = C - sin(wzx) + D - cos(wx)
B - cos(w) = C -sin(wz) + D - cos(wzx)
A -sin(wz) + B - cos(wz)  yp = C -sin(wzx) + D - cos(wz)
A. B yp = C - e
Bemerkung. Durch Einsetzen in die Differentialgleichung kénnen die Konstanten A, B, ... be-

stimmt werden (oft mit Koeffizientenvergleich).

7.2.3 Euler’sche Differentialgleichung
Differentialgleichung der Form

y 4 Int -y("’1)+...+a—2~y:0
T x
heissen Euler’sche Differentialgleichungen und kénnen mit dem Ansatz
yp =C -z

Durch Einsetzen und Teilen durch C' - ¢ erhélt das sogenannte Indexpolynom. Die Lésung ist
wieder eine Superposition der eizelner Losungen:

e verschiedene reelle Nustellen: oy # g # ... # «ap:
=Cp-z™ yo = Cy - 2 Yn = Cp - 2"
e Nullstelle oy mit Vielfachheit k:
=Cp-x™ yo = Cy - In|z| - ™ yp = Cp - (In]z)f~1 . 20
e komplex konjugiertes k-faches Nullstellenpaar ov; 2 =a £ - b:
y1 =x% (Ay -cos(b-In|z|) + By - sin(b - In |z|))
yo =% -In|z|- (A2 - cos(b-In|z|) + Bz - sin(b - In|z|))
yp = 2% - (In|z))* - (4 - cos(b - In|z|) + By, - sin(b - In|z|))
Ist ist Differentialgleichung inhomogen kénnten die Ansétze

B

helfen (y = yn + yp)-
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7.3 Aufgaben
1. Finde die Losung y(x) der Differentialgleichung

y'(x) - cos(z) — y(x) - sin(x) = 4 - sin(x) - cos(z)

dessen Graph den Punkt (0, —1) enthlt.
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2. Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen:

(a) y"(x) +2y" () — /' (x) — 2y(x) = 0
(b) y"(x) — Ty"(z) + 16y'(z) — 12y(z) =0
(c) y"(x) +2y"(z) — 2¢/ () — y(x) =0
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3. Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen:

(a) yW(z) — 49" (z) + 9" (x) — 10y (x) + 6y(z) =0
(b) y™ + 4y (z) + 10y (z) + 12y (x) + 9y(x) = 0
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4. Exisitert eine homogene Differentialglechung zwiter Ordnung mit konstanten (reellen) Ko-
effiziente mit

(a) cosh(x) und sinh(z)
(b) € und sin(z)

als Losung?
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5. Man bestimme die allgemeine Losung der Differentialgleichung

vy =1
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6. Man finde die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y/// . 5y// + 12y/ . 8y — 622
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7. Losen Sie das Anfangswertproblem
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8. Losen Sie das Anfangswertproblem
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9. Gegeben ist die Differentialgleichung

"

y"'+y -2y =2

Man bestimme die Losung, die den Anfangsbedinungen y(0) = 0,%'(0) = —1 geniigt und
die fiir x — oo beschrinkt bleibt.
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10. Man finde die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung;:

xT

sin(z) -y + cos(z) -y =e
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11. Man finde die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung

1
y' -2 =42 L ==
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12. Betrachten Sie die Differentialgleichung
r2. u’'(r) = —r-d'(r) +u(r) + r? r>0

(a) Finden Sie die Losung u(r) mit u(1) = 0 und «/(1) = 0.

(b) Finden Sie all diejenigen Losungen u(r), welche fur » — 0 beschréankt bleiben.

76



Nicolas Lanzetti Analysis I PVK HS 2014/FS 2015

13. Man bestimme die allgemeine Losung (x > 0) von

(a) o2 y"(x) — 32 ¢/ (x) + 5y(x) = 0 (b) 22 -/ (x) — y(z) = In(2)
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8 Integralrechnung

8.1 Hauptsatz der Integralrechnung
i X
dzr 0

8.1.1 Unbestimmtes Integral
/f(x)dx = F(x) + C mit F'(z) = f(x)
Die Funktion F'(x) ist deshalb eine Stammfunktion von f(z).
Beispiel. Verifizierung von Integrale mit der Ableitung:
1. [zdx = %2+Cweil (%—FC)’:x
2. [e"dr =e" + C well (e* + C) = e”

3. [ cos(z)dx = sin(z) + C weil (sin(z) + C)" = cos(x)
8.1.2 Bestimmtes Integral
/abf(x)dx = F(z)|" = F(b) — F(a) mit F'(z) = f(x)
8.2 Integrationsregeln
[ 1@+ g(ydn = [ f@yis+ [ gl
/c f@)de = c- /f(:n)dx

/a ’ F(w)d = / " f(2)da + / ' Ha)d

/abf(x)dx = —/baf(a?)da:

/aaf(x)dx =0

8.3 Partielle Integration

Die partielle Integration ist die Umkehrung der Produktregel der Differentialrechung. Diese
Methode 16st kein Integral vollstdndig, sondern wandelt sie ein kompliziert zu integrierendes
Produkt zweier Funktionen in eine Summe eines einfacheren Integrals und einer Funktion um.

Bemerkung. Die Funktion u(zx) sollte eine einfach integierbare Funktion sein und die Funktion
v(x) moglichst eine Polynomfunktion (z.B. x) sein, so dass sie nach der Ableitung einfacher wird
(z.B. () =1).
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8.4 Substitutionsmethode

Die Substitutionsmethode ist die Umkehrung der Kettenregel aus der Differentialrechnung. Sie
wird oft angewandt, wenn der Integrand aus dem Produkt einer Funktion und deren innerer
Ableitung besteht.

1. Substitution finden (Tabellen in der Formelsammlung)

2. dz substituiren: f’(z) = % = dx = fjj(qﬁg)

3. Substitution in das Integral einsetzen (auch die Integralsgrenze sind zu substituiren)

4. Integral 16sen und riicksubstituiren

8.4.1 Niitzliche Formeln

Die folgende zwei Formeln konnen mit Hilfe der Substitutionsmethode (u = f(z)) bewiesen
werden (oder direkt mit f'(x)dz = df) und kénnen bei der Berechnung von Integralen extrem
hilfsreich sein:

(@) =In|f(z z) - fl(x)de = = - (f(x))?
/f( dz =n|f(x)] + C /f<> fla)de =2 (f@)? + O

x)

8.5 Integrale von rationellen Funktionen

Integrale von rationalen Funktionen f(x)/g(x) lassen sich mit der Methode der Partialzerlegung
auf die folgende Integrale zurtickfiithren:

° f%%dm:ln|x+b|—|—0
o [ Gipndr = —317 - Gyt +C mitn > 2

o [t —dr=4-In|z®+2bz+c[+C

1 _ 1 z-+b
o/ Praarede = — ~arctan( be2> +C

(¢ —b? > 0 < 2% + 2bx + ¢ keine reellen Nullstellen hat)

° f i z+b dzx

22+ 2ba+c)" — + C mit n > 2

_ 1 . 1
— 2(n-1) " (z%+2bz+o)
b In:fmdl':? (C—b2>0’n22)

8.5.1 Partialbruchzerlegung

Die Idee der Partialbruchzerlegung ist eine schwierige rationale Funktion in mehrere einfachere
Funktionen umzuwandeln. Dafiir man macht man folgende Ansétze:

e cinfache Nullstellen (1 und —3 im Beispiel):

N(z) A B
(x—=1)-(z+3) _w—1+x+3

e wiederholte Nullstellen (1 (2-Mal) und —3 im Beispiel):
N(x) A B C

(2 =2x+1)-(z+3) x71+(x71)2+x+3
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e komplex konjugierte Nullstellen (+i und —3 im Beispiel):

N(x) _A'x+B+ C
(z2+1)-(x+3)  22+1 z+3

Bemerkung. Ist der Grad von N(x) grosser als der Grad des Nenners muss man zuerst Poly-
nomdivision durchfiihren.

Bemerkung. A, B,C, ... sind reelle Konstanten.

8.6 Uneigentliche Integrale

00 13 a a
/a f(x)dx zglirgo/l f(x)dx /_OO f(x)dx :ﬁggloo A f(x)dx

Fiir eine auf (a, b] stetige Funktion f (a < b) ist:

b
/f iz = lim [ f(z)de
E—at 13

Fiir eine auf [a, b) stetige Funktion f (a < b) ist:

/ab f(z)dz = é_l_igli /;f(x)da:
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8.7 Aufgaben
1. Man berechne die folgende Integrale:

(a) /tan2:vd:c (b) / 2% - sinz dx
0
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2. Man berechne die folgende Integrale:

(a) /(gg‘2 1) (2P + 30+ 2)% da (b) / z do

Bta?-—z—1
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3. Man berechne die folgende Integrale:

(a) /Si;;xdx (b) /\/edxil (©) /xQ-loga;dx

Tipp: Fiir (b) substituire z = y/e* — 1.
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4. Man berechne die folgende Integrale:

z? 4z 422
(a)/JTz—ldx (b)/x3—x2+x—1d:ﬁ (C)/xza_gjz_:n_i_ldx
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5. Berechnen Sie das Integral

1
/ 1t| dt
—1
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6. Man berechne die folgende uneigentliche Integrale:

<>/°° L 4 P 1
a —ax -
o w21 () /0 1_x2dw
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7. Mit Hilfe einer geeigneten Substitution bestimme man die folgende uneignetliche Integrale:

O ® ], iy © ), e
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8. Man bestimme, im Falle der Konvergenz, die folgende uneigentliche Integrale:

(a) /1 h e\_/f dz (b) /0 T et sin(z) da
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9. Bestimme, im Falle der Konvergenz, folgende uneigentliche Integrale:

(a) /{J”l—(l—i)"dw (n € N) (b) /100 de

T o z-log(x) -log?(log(z))
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10. Es sei f eine auf der ganzen R? definirte und stetige Funktion. Wir definieren

F::):»—>/Sinxf(t)dt
0

Bestimme F'(z).
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11. Bestimmen Sie die Fliache des unten dargestellten z-férmigen Bereichs.
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12. Bestimmen Sie die Flache des schwarzen Fliachestucks.
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